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Summary: It is well known that many mathe-
matical models use differential equation systems and 
apply the qualitative theory of differential equations, 
introduced by Poincaré and Liapunov. One of the 
problems that persists in order to control the behavior 
of systems of this type, is to distinguish between a 
focus or a center (the center-focus problem). 

The solving of this problem goes through the 
computation of the Poincaré-Liapunov constants. In 
the case of polynomial right-hand sides it follows 
from Hilbert’s theorem on the fi niteness of bases of 
polynomial ideals that in this sequence only fi nitely 
many are essential and that the remaining ones are 
consequences of them. Hence, this problem is divi-
ded in two parts: in the fi rst, to estimate the number 
of essential constants; in the second, to determine the 
minimal upper border of the indexes of a complete 
system of essential constants. The fi rst part is called 
the weak center-focus problem. 

The problem of exitimation the maximal num-
ber of algebraically independent essential constants 
is called the generalized center-focus problem. Re-
cently M. N.Popa and V. V. Pricop have solved the 
generalized center-focus problem. The present ar-
ticle contains: some moments related to the history 
of the center-focus problem; the contribution of the 
Sibirschi’s school in the solving of the center-focus 
problem; methodological aspects of the Popa – Pricop 
solution of the generalized center-focus problem. 

The problem of the estimation of the minimal 
upper border of the indexes of a complete system of 
algebraically independent essential constants is open. 
Another open problem consists on determining what 
differential systems are integrable.

Keywords: Poincaré-Liapunov constants, center-
focus problem, generalized center-focus problem.

1. Din istoria matematicii
A vorbi despre matematică sau despre mate-

maticieni este o provocare cu riscul de a rămâne 
neînţeles sau chiar respins din start. Au apus vre-
murile când disciplinele de cercetare nu erau con-
stituite strict, iar dialogul dintre reprezentanţii lor 
era un mod normal de existenţă şi colaborare. Dar 
secolul al XIX-lea a adus civilizaţiei umane mai 
multe descoperiri surprinzătoare. O mare parte din-
tre ele constituie rezultatul analizei logice a feno-
menelor sau a celei matematice: Gauss a descoperit 
prin calcul asteroizii Ceres, Palass, Vesta, Iunona; 
Galle, de asemenea, în  baza calculelor a identifi -
cat planeta Neptun (1846); Mendeleev, pornind de 
la masa atomică, a sistematizat elementele chimice 
şi a anticipat existenţa multora noi; Schliemann, 
în baza descrierilor lui Homer, a determinat locul 
amplasării Troiei etc. Anume cercetările matemati-
ce au contribuit  la rezolvarea unui şir de probleme, 
care au frământat minţile savanţilor timp de aproape 
2500 de ani, începând cu Platon, Aristotel, Euclid, 
Arhimede, precum şi la crearea a noi discipline în 
domeniu.

La începutul secolului al XX-lea matematica a 
proliferat într-atât, încât ea s-a transformat, vorbind 
la fi gurat, într-un Regat al Universului Ştiinţei, deşi 
acest cuvânt din greacă înseamnă „învăţare”, „stu-
diu”, „ştiinţă”. Considerăm incontestabil faptul că 
ştiinţa este şi o artă, o artă a profunzimii şi a forţei 
cugetului uman. Puţin mai înainte, în sec. al XIX-
lea, genialul matematician francez Henri Poincaré 
(1854-1912) a creat noi domenii de cercetare, ca to-
pologia, teoria calitativă a sistemelor dinamice etc.

Dezvoltarea matematicii în România a avut 
legături adânci cu opera şi activitatea lui Poin-
caré: a fost membru al Comisiei la susţinere a te-
zelor de doctorat la mulţi matematicieni şi fi zicieni 
de performanţă ca Nicolae Coculescu, Gheorghe 
Ţiţeica, Anton Davidoglu, Dragomir Hurmuzescu, 
Dimitrie Pompeiu, Constantin Nicolau şi alţii. Prin 
metode cantitative, Spiru Haret demonstrase in-
stabilitatea Sistemului Solar. Abordarea calitativă, 
precum şi într-un cadru mult mai extins, l-a condus 
pe Poincaré la confi rmarea acestui fapt. Rezultatele 
teoriei KAM  (Kolmogorov - Arnold - Moser) au 
arătat că Sistemul Solar se afl ă într-o stare de stabi-
litate relativă. Ca rezultat al acestei cooperări fruc-
tuoase cu cercetătorii români, Henri Poincaré a fost 
distins cu titlurile onorifi ce de Doctor Honoris Cau-
sa al Universităţii Kolosvar (Cluj) şi de membru de 
onoare al Academiei Române (1909).

Henri Poincaré [16] a formulat o serie de prob-
leme, soluţionarea cărora determină dezvoltarea în 
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continuare a ştiinţei. O ştire senzaţională, în acest 
sens, a  constituit în primii ani ai acestui mileniu 
soluţionarea Conjecturei Poincaré de către enigmati-
cul matematician rus Grigori Perelman. Demonstra-
ţia lui din anul 2002 s-a situat pe primul loc în topul 
celor mai importante descoperiri ştiinţifi ce din ulti-
mele decenii. Conjectura lui Poincaré sau ipoteza lui 
Poincaré, prima dată enunţată de Poincaré în 1904, 
afi rmă că dacă S este o varietate 3-dimensională 
compactă (o suprafaţă 3-dimensională închisă, 
mărginită sau fără margini, scufundată într-un 
spaţiu 4-dimensional), în care orice cerc poate fi  
deformat continuu până ce devine un punct, atunci 
acest spaţiu S este echivalent, din punct de vedere 
topologic (homeomorf), cu o sferă 3-dimensională. 
Rezolvarea unei probleme mari generează formula-
rea a altor noi probleme, care determină dezvoltarea 
ulterioară a ştiinţei. Există speranţa că acest faimos 
rezultat al lui Perelman va contribui la rezolvarea 
problemei clasifi cării varietăţilor tridimensionale – 
o altă problemă importantă enunţată de Poincaré în 
1904, şi, în special, la studiul Universului.

Una din problemele faimoase ale teoriei calitati-
ve a ecuaţiilor diferenţiale este Problema Centrului 
şi Focarului, formulată de Poincaré cu 130 de ani 
în urmă (vezi [15]). În anii 1881-1899 el a studi-
at soluţiile periodice şi asimptotice ale ecuaţiilor 
diferenţiale, a elaborat metoda parametrului mic, 
metoda punctelor fi xe, metoda invarianţilor integ-
rali, devenite procedee clasice ale cercetărilor nu 
numai în mecanică şi astronomie, dar şi în fi zica 
statică şi mecanica cuantică. Lucrând asupra proble-
melor mecanicii cereşti, dânsul a pus concomitent 
fundamentul unei ştiinţe noi – topologia, numită de 
el „Analysis situs” („Analiza poziţiilor”).

2. Problema Centrului şi Focarului

Fie 

x.  = X(x, y), y. = Y(x, y)     (1)

un sistem autonom de ecuaţii diferenţiale. Admitem 
că funcţiile  X(x,y)  şi  Y(x,y)  sunt analitice. Soluţiile 
acestui sistem de ecuaţii se numesc curbe integrale. 
Teoria calitativă are ca punct de plecare teoria 
stabilităţii şi problema mişcării a trei şi mai  multe 
corpuri din mecanica cerească. Henri Poincaré a 
arătat că şi în cazul, în care ecuaţia diferenţială nu 
se rezolvă explicit, se poate de determinat caracterul 
comportării soluţiilor (curbelor integrale) şi a pro-
pus o clasifi care a punctelor singulare ale soluţiilor: 
şa, focar, centru, nod.

         
        a)  şa                                    b)  nod

Fig. 1. Puncte singulare de speţa întâi

       
        c)  centru                            d)  focar 

Fig. 2. Puncte singulare de speţa a doua

Este cunoscut că dacă rădăcinile ecuaţiei carac-
teristice a punctului singular )0,0(O  sunt imaginare, 
atunci el poate fi  centru sau focar (punct singular de 
speţa a doua). În cazul centrului, curbele integrale 
din apropierea punctului singular sunt curbe închise 
ce înconjoară acest punct, iar în cazul focarului sunt 
spirale ce înconjoară punctul singular. Problema 
Centrului şi Focarului constă în determinarea 
condiţiilor care asigură că punctul singular este un 
centru. În cazul general problema centrului este al-
gebric irezolubilă [9, 1, 19].

Problema Centrului şi Focarului are legături pro-
funde cu Problemă a 16-ea a lui David Hilbert. În 
anul 1900, la cel de al doilea Congres Internaţional al 
Matematicienilor, Hilbert a formulat 23 de probleme 
importante pentru dezvoltarea în continuare a ştiin-
ţei. Problema a 16-ea, care rămâne nerezolvată până 
în prezent, se referea la curbe şi suprafeţe algebrice. 
Astăzi problema respectivă este divizată în două părţi 
ce ţin de diferite domenii. Numărul maximal de ra-
muri închise al unei curbe algebrice de ordinul  n  a 
fost stabilit de Harnack. Prima parte a Problemei a 
16-ea constă în determinarea poziţiei acestor ramuri 
una faţă de alta. Pentru  n = 6  se obţin 11 ramuri şi 
Hilbert a presupus că există o ramură care conţine o 
altă ramură, iar în exteriorul ei se afl ă celelalte nouă 
ramuri sau invers. Însă în anul 1970 D. A. Gudkov a 
determinat că există cazuri când în exteriorul şi inte-
riorul curbei se afl ă câte cinci ramuri. Acest fapt a de-
monstrat că prima parte a problemei este cu mult mai 
complicată. Diverse proprietăţi şi exemple neordina-
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re au fost descrise de I. G. Petrovski, O. A. Oleinic, 
V. I. Arnold, V. A. Rohlin, O. Ya. Viro şi alţii. Această 
parte a problemei se referă în prezent la geometria 
algebrică (vezi  [15]). 

În a doua parte a Problemei a 16-ea, care rămâne, 
de asemenea, nerezolvată şi completează Problema 
Centrului şi Focarului, pentru un câmp vectorial po-
linomial de ordinul n se cere de determinat margi-
nea superioară H(n) a numărului de cicluri şi poziţia 
relativă a lor.  Este cunoscut faptul că numărul de 
cicluri de limită întotdeauna este fi nit. Numărul  
H(n)  se numeşte numărul lui Hilbert.

Cercetările Problemei a 16-ea au decurs destul 
de dramatic. În anul 1923 Henri Dulac [5] a propus 
o demonstrare cum că numărul H(n,v)  este fi nit pen-
tru orice câmp vectorial polinomial  v  de ordinul  n. 
În anul 1955 Ivan G. Petrovski şi Evgenii M. Landis 
au anunţat despre soluţionarea completă a părţii a 
doua a Problemei a 16-ea, dar în anul 1960 s-a de-
terminat totuşi că demonstrarea lor conţine lacune 
serioase. O mare surpriză a constituit şi lucrarea lui 
Yulii Ilyashenko din anul 1981, în care s-a stabilit că 
şi lucrarea lui Dulac din 1923 conţine lacune, care 
cu mari eforturi au fost înlăturate peste 10 ani de 
Yulii Ilyashenko şi Jean Ecalle (vezi  [6, 8, 15]).

Aceste rezultate au impulsionat cercetările 
câmpurilor vectoriale polinomiale  v  de ordinul  n. 
Construind compactifi caţia Poincaré a planului şi 
proiecţia sferei pe planul proiectiv se efectuează 
reducţia la studiul câmpurilor vectoriale pe sferă. În 
acest caz a doua parte a Problemei a 16-ea este un 
caz particular al Problemei de Finitudine Globală: 
În orice familie analitic fi nit-parametrizată de câm-
puri vectoriale analitice pe sferă cu spaţiul de para-
metri  B  compact (din spaţiul Euclidian k-dimensio-
nal) numărul  H(n,p)  de cicluri limită este uniform 
mărginit pentru toate valorile  p  a parametrului din  
B. Această problemă a fost formulată de Yu. Ilya-
shenko în 1994 şi poartă numele de Prob lema Hil-
bert – Arnold (vezi  [8]). În anul 1986 V. I. Arnold 
(vezi  [1, 8]), pentru un câmp vectorial neted defi nit 
pe o sferă, a introdus noţiunile de policiclu, numărul 
de bifurcaţie B(k)  de ciclare maximală a policiclului 
netrivial al câmpului, de punct singular elementar, 
de policiclu elementar şi de numărul de bifurcaţie 
elementar  E(k) de ciclare maximală a policiclului 
elementar netrivial. Astfel, a fost formulată Proble-
ma locală a lui Hilbert – Arnold: de demonstrat 
că numărul  B(k)  este fi nit şi de estimat de sus acest 
număr. Rezolvarea pozitivă a problemei globale 
este o consecinţă a răspunsului pozitiv la problema 
locală. Este stabilit că  B(1) = 1  şi  B(2) = 2. Pentru  
B(3) există pentru moment numai o strategie de cal-

culare. V. Yu. Kaloshin a stabilit că  E (k) < 25k2(vezi 
[8, 9, 10, 11]). 

Examinăm cazul când funcţiile  X(x,y)  şi  Y(x,y)  
sunt polinoame. Pentru ca Problema Centrului şi 
Focarului să fi e algebric rezolubilă este necesar ca 
părţile liniare ale polinoamelor  X(x,y)  şi  Y(x,y  să 
nu fi e nule. În aceste condiţii sistemul (1) poate fi  
scris la forma

00
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dt
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ii  (2)

unde Pmi
 şi Qmi

 sunt polinoame omogene de gradul 
im ≥ 1 în raport cu x  şi y , iar 10 =m . Mulţimea 

mmm ,...,,,1 21
 constă dintr-un număr fi nit ( <∞)

de numere naturale diferite. Coefi cienţii şi varia-
bilele polinoamelor 

imP  şi 
imQ  primesc valori din 

câmpul numerelor reale R . Sistemul de tipul (2) îl 
vom nota prin ),...,,,1( 21 mmms .

Rezultate fundamentale la această problemă au 
fost obţinute de A. M. Lyapunov (1857-1918) [12]. 
Henri  Poincaré şi Alexandr Lyapunov au pus bazele 
metodelor teoriei calitative a ecuaţiilor diferenţia-
le.

După cum s-a stabilit, condiţiile centrului ne 
reprezintă egalitatea cu zero a unui şir infi nit de po-
linoame (mărimi focale, constante Lyapunov, con-
stante Poincaré-Lyapunov)

,...,...,, 21 kLLL   (3)

ce depind de coefi cienţii polinoamelor din părţile 
drepte ale sistemului ),...,,,1( 21 mmms .

 Dacă cel puţin una din aceste mărimi (3) este 
diferită de zero, atunci originea de coordonate pen-
tru sistemul ),...,,,1( 21 mmms  este focar. Aceste 
condiţii sunt necesare şi sufi ciente.

Din teorema lui David Hilbert despre fi nitudi-
nea bazei idealelor polinomiale rezultă că condiţiile 
esenţiale, ce exprimă egalitatea cu zero a şirului in-
fi nit de  polinoame (3), constă dintr-un număr fi nit 
de polinoame, iar celelalte sunt o urmare a lor.

Luând în consideraţie acest rezultat, proble-
ma Centrului şi Focarului poate fi  enunţată în felul 
următor: ce număr fi nit ω de polinoame (condiţii 
esenţiale ale centrului)

...};,...,,2,1{(,...,,
21

knLLL innn

);,1i    (4)
sunt necesare pentru ca egalitatea lor cu zero să 
anuleze celelalte polinoame din (3) ?

Prin urmare, Problema Centrului şi Focarului 
constă din două părţi. Prima parte vizează esti-
marea numerică de sus a numărului  ω  de condi-
ţii esenţiale. A doua parte – determinarea mulţimii  
Ω  = {n1, n2,…,nω} de indici ai condiţiilor esenţiale. 
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Vom considera prima parte ca Problema slabă a 
Centrului şi Focarului.

Problema generalizată a Centrului şi Focarului 
constă în estimarea de sus  a numărului  λ  de ele-
mente algebric independente din  Π = {Li: i ∈ Ω}. 

Problema determinării condiţiilor esenţiale (4) 
ale centrului cu numărul ω este o problemă foarte 
complicată şi este rezolvată complet doar pentru sis-
temele )2,1(s   şi  )3,1(s , pentru care respectiv avem 
ω = 3, 5 (vezi [3, 23]).

Până astăzi nu este cunoscut numărul ω pentru 
sistemul  )3,2,1(s , ce îl putem considera, de aseme-
nea, un sistem nu atât de complicat.

Există doar o ipoteză a prof. H. Zolâdek (Polo-
nia), ce se bazează mai mult pe intuiţie, că pentru 
sistemul )3,2,1(s numărul ω ≤ 13. Această ipoteză 
nu este contestată până în prezent, însă există o 
lucrare recentă din 2010, în care se confi rmă că 12 
mărimi focale nu sunt îndeajuns pentru rezolvarea 
problemei Centrului şi Focarului la sistemul )3,2,1(s
în cazul complex [7].

Metoda algebrelor Lie şi a algebrelor graduate a 
lui Sibirschi permite rezolvarea Problemei generali-
zate a Centrului şi Focarului. 

3. Între centru şi focar …  frământări de 
peste un secol

Până a trece la subiectul de bază – Problema Cen-
trului şi Focarului – vom aminti de câteva teorii care, 
într-un fel sau altul, au contribuit la apariţia şi formu-
larea acesteia acum 130 de ani de către Poincaré şi 
găsirea unei soluţii (până când la forma generalizată) 
a ei abia acum, la Chişinău. De la Artur Cayley 
(1821-1895), Cambridge, Anglia, a pornit teoria 
invarianţilor. Marius Sophus Lie (1842-1899), 
Christiania, Norvegia, a elaborat teoria grupurilor 
şi algebrelor Lie – un nou gen de structură algebrică 
ce-i poartă numele – ambele fi ind aplicate în diverse 
domenii ale ştiinţelor reale, inclusiv în geometrie şi în 
studiul ecuaţiilor diferenţiale. Constantin Sibirschi 
(1928-1990), Chişinău, Republica Moldova, a fondat 
teoria invarianţilor algebrici, care este aplicată în 
teoria calitativă a ecuaţiilor diferenţiale, neştiind că 
aceasta are ieşire la teoria lui Lie. 

Dar cine şi cum a stabilit această legătură? În 
anul 1976, acad. Constantin Sibirschi, şef de labora-
tor la Institutul de Matematică şi Informatică al AŞM, 
fondator al şcolii ştiinţifi ce de ecuaţii  diferenţiale 
din Republica Moldova, a publicat monografi a 
Invarianţii algebrici ai ecuaţiilor diferenţiale şi ma-
tricelor (vezi  [21]), care a avut o rezonanţă mare în 
lumea matematicienilor. Peste trei ani, în 1979, pro-
fesorul american C.S. Coleman a publicat o recen-

zie la această lucrare ştiinţifi că, în care a specifi cat 
că ea este scrisă în spiritul cercetărilor matemati-
cianului norvegian Marius Sophus Lie. În ce constau 
aceste investigaţii, nu era clar pentru matematicienii 
din Moldova. Cunoşteau doar că norvegianul a creat 
o direcţie nouă în cercetările matematice, dar care 
este tangenţa dintre ea şi cercetările din Moldova şi 
cum ar putea fi  aplicate metodele lui Lie în practică, 
nu se ştia.

Acum patru ani, unul din subsemnaţii aces-
tei lucrări (jurnalista T.Rotaru – n.r.) a redactat şi 
pregătit pentru tipar un articol de memorii, întitulat O 
viaţă zbuciumată între centru şi focar, semnat de Ana 
Sibirschi, soţia regretatului matematician, acad. Con-
stantin Sibirschi (vezi [20]). Atunci, din prima sursă, 
am afl at despre frământările şi căutările unui savant 
în identifi carea adevărului ştiinţifi c. La acel moment, 
fondatorul şcolii ştiinţifi ce moldoveneşti în domeniul 
teoriei calitative a ecuaţiilor diferenţiale era preocu-
pat de elaborarea teoriei invarianţilor algebrici pentru 
aplicarea lor la rezolvarea problemelor ce ţin de teoria 
calitativă a ecuaţiilor diferenţiale. Teoria respectivă, 
elaborată de Poincaré în anii 1880-1882, permite să 
se determine caracterul comportării soluţiilor (curbe-
lor integrale) şi în cazul în care ecuaţia diferenţială nu 
se rezolvă explicit. După cum a fost menţionat mai 
sus, Poincaré a propus o clasifi care a punctelor singu-
lare ale soluţiilor. Dar problema deosebirii acestora, 
fără cunoaşterea explicită a soluţiilor, s-a dovedit a fi  
foarte complicată.

Amintindu-şi de acele vremuri, prof. Mihail 
Popa a mărturisit: „N-am crezut niciodată că mă voi 
ocupa cândva de problema Centrului şi a Focarului. 
Dar după ce am stabilit legătura între algebrele Lie 
şi algebrele graduate ale invarianţilor lui Sibirschi, 
am înţeles că se deschide calea spre soluţionarea 
acestei probleme, formulată de Henri Poincaré cu 
130 de ani în urmă.”

Problemei Centrului şi Focarului i-au fost con-
sacrate până acum mii de lucrări în diverse centre 
ştiinţifi ce ale lumii (Franţa, Rusia, Belarus, China, 
Marea Britanie, Canada, SUA etc.). Doar în Repu-
blica Moldova numărul acestora se apropie de 100. 
La diferite etape, mai mulţi elevi ai lui Sibirschi au 
examinat diverse aspecte ale problemei date (m.c. 
Nicolae Vulpe, prof. Alexandru Şuba, dr. Iurie Ca-
lin, dr. Valeriu Baltag, dr. Dumitru Cozma s.a.), 
obţinând rezultate valoroase. Unele aspecte ale 
dezvoltării matematicii în Republica Moldova sunt 
descrise în cartea [5]. 

Matematicianul Mihail Popa a mers pe propria 
cale, pornind de la stabilirea legăturii între algebre-
le Lie şi algebrele graduate ale invarianţilor lui Si-
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birschi – instrument de lucru în căutările ulterioare. 
În contextul dat, vom face unele precizări: calea 
de rezolvare a Problemei Centrului şi Focarului a 
fost iniţial trasată de matematicianul rus Alexandru 
Lyapunov. Însă aplicând metoda acestuia chiar 
şi pentru cele mai simple sisteme diferenţiale, te 
confruntai cu nişte calcule enorme, ce nu puteau 
fi  depăşite nici cu ajutorul celor mai moderne cal-
culatoare. De aceea cercetătorul moldovean a luat 
ca bază Problema generalizată a Centrului şi Fo-
carului pentru sistemele diferenţiale menţionate, 
evitând calcularea mărimilor Poincaré-Lyapunov 
pentru fi ecare sistem în parte. Şirul (3) cu mărimile 
Poincaré-Lyapunov a fost substituit cu un şir de 
algebre Lie şi un şir de subspaţii liniare ale unei 
algebre graduate ale invarianţilor lui Sibirschi. La 
estimarea numărului maximal de mărimi focale al-
gebric independente a aplicat aceste algebre. Ca re-
zultat, s-a obţinut o estimaţie numerică fi nită pentru 
mărimi focale algebric independente ce participă la 
rezolvarea problemei Centrului şi Focarului pentru 
orice sistem de ecuaţii diferenţiale polinomiale (2). 
O analiză a activităţii profesorului Mihail Popa se 
conţine în articolul [4] recent publicat.

4. Algebra Lie a grupului GL(2,R) şi algebra 
graduată a comitanţilor şi invarianţilor unimo-
dulari ai sistemului s(1,m1, m2,...,m ) 

Este cunoscut că sistemul ),...,,,1( 21 mmms
admite grupul GL(2,R), căruia îi corespunde algebra 
reductivă Lie 43214 ,,, XXXXL =  a operatorilor 
de reprezentare liniară a grupului dat în spaţiul vari-
abilelor de fază şi coefi cienţilor polinoamelor aces-
tui sistem [17].

Această algebră generează o algebră graduată 
de polinoame invariante a lui Sibirschi în raport 
cu grupul unimodular SL(2,R) ⊂  GL(2,R) [16], pe 
care o vom scrie

,
)(

)(
,...,,,1,...,,,1 2121 ∑=

d

d
mmmmmm SS   (5)

unde (d)  se numeşte tipul spaţiului )(
,...,,,1 21

d
mmmS şi are 

forma  [22, 17]
)(d = (δ ,...,,,, 210 dddd )  (6)

iar
)(

,...,,,1 21

d
mmmS  (7)

este un spaţiu liniar, fi nit-dimensional de polinoa-
me invariante (comitanţi şi invarianţi) omogene de 
gradul δ în raport cu variabilele de fază yx,  şi de 
gradul id  în raport cu coefi cienţii polinoamelor 

imP
şi 

imQ ),0( =i  respectivi ai sistemului (2).
 Este cunoscut că această algebră este fi nit de-

terminată.

Cu ajutorul algebrei Lie 4L  se poate arăta că nu-
mărul maximal de elemente algebric independente 
(dimensiunea lui Krull) a algebrei mmmS ,...,,,1 21

[18] 
este

ρ 32)(
1

,...,,,1 21
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+= ∑

=i
immm mS . (8)

Este evident că dacă dimensiunea lui 
Krull a algebrei mmmS ,...,,,1 21

este )( ,...,,,1 21 mmmS , 
atunci pentru orice varietate invariantă V = 
{i1 mmmSiii ,...,,,1212 21

,;0,0 ∈<= }, unde 1i este 
urma matricei părţii liniare a sistemului (2), 
( 2i  nu infl uenţează asupra varietăţii [18]) în aceas-
tă algebră mmmS ,...,,,1 21  

se vor găsi nu mai mult decât 
ρ )( ,...,,,1 21 mmmS  elemente algebric independente.

5. Rezolvarea Problemei generalizate a Cen-
trului şi Focarului

Să ne amintim că mărimile focale ale sistemului 
),...,,,1( 21 mmms , ce are în originea de coordonate 

punct singular de speţa a doua (centru sau focar), 
formează un şir infi nit de polinoame de la coefi cien-
ţii acestui sistem ce a fost scris sub forma (3).

Se poate arăta că fi ecărei mărimi focale 
),1( ∞=kLk  i se poate pune în corespondenţă spa-

ţii liniare fi nit-dimensionale de polinoame invarian-
te (comitanţi) unimodulari [17]

,)(
,...,,,1

)(

21

kd
mmmS  (9)

unde
),...,,, )()(

2
)(

1
)(

0
kkkk dddd(d(k))= (δ(k),              (10)

este tipul spaţiilor (9) ce a fost defi nit mai sus.
Pentru spaţiile (9) este caracteristic următorul 

fapt [18]: ele conţin cel puţin un polinom omo-
gen de x  şi y  (comitant), în care coefi cienţii sunt 
nişte mărimi, nominalizate pseudo-mărimile fo-
cale generalizate. Ele se caracterizează prin ace-
ea că pe varietatea invariantă de mai sus V = {i1 

mmmSiii ,...,,,1212 21
,;0,0 ∈<= }, unele din aceste  

pseudo-mărimi focale, făcând abstracţie de o con-
stantă numerică, pleacă în mărimea focală respec-
tivă kL , iar celelalte se duc în zero. Polinoamele 
invariante i1  şi i2  nu depind de variabilele x  şi y, 
iar i1, pe care îl vom numi pseudo-mărimea focală 
nulă, aparţine spaţiului .)0,...,0,0,1,0(

,...,,,1 21 mmmS În aşa fel putem 
scrie un şir de spaţii ,)0,...,0,0,0,0(

,...,,,1 21 mmmSR = ,)0,...,0,0,1,0(
,...,,,1 21 mmmS ...,

),...,,,,(
,...,,,1

)()(
2

)(
1

)(
0

)(

21

kkkkk dddd
mmmS d(δ , ... din mmmS ,...,,,1 21

cu ajutorul că-
rora formăm o subalgebră graduată ,,...,,,1 21 mmmS ′  a 
algeb rei mmmS ,...,,,1 21

, i. e. mmmmmm SS ,...,,,1,...,,,1 2121
⊂′

(vezi [18]). Din incluziunea dată rezultă că între 
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dimensiunile lui Krull ale acestor algebre avem ur-
mătoarea inegalitate ).()( ,...,,,1,...,,,1 2121 mmmmmm SS  
Cu ajutorul acestei inegalităţi şi a formulei de mai 
sus pentru dimensiunea lui Krull ρ )( ,...,,,1 21 mmmS   ob-
ţinem:

Lema 1 [18]. Numărul maximal de invarianţi şi 
comitanţi, ce conţin ca coefi cienţi pseudo-mărimea 
focală nulă şi cele generalizate  algebric indepen-
denţi ai sistemului  ),...,,,1( 21 mmms   nu întrece 

hotarul numeric de sus .32
1

+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +∑

=i
im

Luând în consideraţie proprietăţile aces-
tor comitanţi din algebra mmmS ,...,,,1 21

′ , ce sunt 
legate de mărimile focale pe varietatea
V = {i1 mmmSiii ,...,,,1212 21

,;0,0 ∈<= }  şi Lema 1, 
obţinem:

Teorema 1. [18] Numărul maximal de mă-
rimi focale algebric independente  λ   ale sis-
temului  ),...,,,1( 21 mmms   pe varietatea 
V = {i1 mmmSiii ,...,,,1212 21

,;0,0 ∈<= }, ce participă 
la rezolvarea Problemei Centrului şi Focarului,  nu 

întrece hotarul numeric de sus .32
1

+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +∑

=i
im

Amintim că pentru sistemele  )2,1(s   şi  )3,1(s   
numărul de condiţii esenţiale ale centrului sunt 
ω 3=   şi respectiv 5, iar pentru )3,2,1(s conform 
unei ipoteze ω 13≤ 13. Însă din Teorema 1 avem că 
numărul de mărimi focale algebric independente 
pentru sistemul )2,1(s  nu întrece 9, pentru sistemul  

)3,1(s  nu întrece 11, iar pentru sistemul  )3,2,1(s  
nu întrece 17.

Aceste argumente, precum şi faptul că sistemul  
),...,,,1( 21 mmms   pe varietatea V  posedă în ori-

ginea de coordonate punct singular de speţa a doua 
(centru sau focar), ne permite să înaintăm

Ipoteza generală. [18] Dacă sistemul 
),...,,,1( 21 mmms posedă în originea de coordona-

te punct singular de speţa a doua (centru sau focar), 
atunci numărul de condiţii esenţiale ale centrului ω 
pentru acest sistem nu întrece hotarul numeric de 
sus .32

1
+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +∑

=i
im

Remarcă. Expresia 32
1

+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +∑

=i
im  exprimă 

numărul tuturor coefi cienţilor membrilor din dreap-
ta ai sistemului ),...,,,1( 21 mmms  fără unu.

6. Concluzii metodologice
Apare întrebarea: Cum se poate explica fap-

tul că până astăzi nu avem o soluţie la Proble-
ma Centrului şi Focarului pentru orice sistem 
s(1,m1,m2,...,m )?

În primul rând, este evident că Problema Cen-
trului şi Focarului este una  difi cilă. Până în prezent 
nu s-au găsit metode generale de studiere a constan-
telor Poincaré – Liapunov din şirul (3). În particular, 
nu există o strategie generală de rezolvare. Un alt 
obstacol ţine de calculele enorme ce nu pot fi  de-
păşite nici de supercalculatoarele moderne, chiar şi 
pentru sistemul )3,2,1(s , nemaivorbind de sisteme 
mai complicate. 

Din punct de vedere psihologic, există şi impe-
dimente sub aspectul conservatismului uman de a 
cerceta problemele în mod tradiţional, clasic. Isto-
ria ne confi rmă faptul că metodele noi, neobişnuite, 
cu mari difi cultăţi sunt aprobate şi apreciate la justa 
lor valoare. Totuşi, conform teoremei de incomple-
titudine a lui Kurt Gödel (1906–1978), de regulă, 
resursele create până la un moment nu sunt sufi ci-
ente pentru studiile ulterioare. Prin urmare, este in-
contestabil că succesele ulterioare depind în mare 
măsură de mijloacele noi create.

Rezolvarea Problemei Centrului şi Focarului în 
aspect tradiţional este echivalentă cu determinarea 
condiţiilor esenţiale ale centrului

...};,...,,2,1{(,...,,
21

knLLL innn

);,1i    (4)
ce presupune cunoaşterea numărului ω  şi a mulţi-
mii  Ω = {ni : ,1=i ω },  fi nitudinea cărora rezultă 
din Teorema lui David Hilbert despre fi nitudinea ba-
zei idealelor polinomiale. Acest fapt este similar cu 
teorema de fi nitudine a numărului lui Hilbert  H(n)  
în a doua parte a Problemei a 16-ea. 

Problema determinării numărului fi nit ω, ori a 
obţinerii pentru el a unui hotar numeric argumen-
tat de sus (fi e chiar în formă de ipoteză), care până 
în prezent nu este cunoscut pentru orice sistem 

,...,,,1( 21 mmms ), este importantă pentru soluţio-
narea completă a Problemei Centrului şi Focarului. 

Formal Problema Centrului şi Focarului constă 
în determinarea condiţiilor  ce  asigură că punctul 
singular de speţa a doua este un centru.

Prin contraponderi, de exemplu,  materie şi an-
timaterie, lume şi antilume, pătrundem în esenţa 
universului, constituind simetrii uimitoare în lumea 
fenomenelor cunoscute. Din punct de vedere mate-
matic, astfel de simetrii se construiesc cu ajutorul 
principiului dualităţii. A construi o dualitate – în-
seamnă a determina o corespondenţă dintre anumite 
tipuri de obiecte, la care fi ecărei proprietăţi a obiec-
tului iniţial îi corespunde o anumită proprietate a 
obiectului respectiv la această corespondenţă. La 
orice dualitate obiectele şi careva din proprietăţile 
lor au obiecte şi proprietăţi duale. Această metodă, 
care este şi un raţionament prin anti-analogie, de-
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termină faptul că multe obiecte, diferite după formă 
şi conţinut, sunt construite, din punct de vedere al 
logicii formale, în unul şi acelaşi fel. Orice dualitate 
dintre două teorii stabileşte la un anumit nivel un 
isomorfi sm dintre aceste teorii.

Fie  A  şi  B  două teorii, iar  β: A →B  o aplicaţie 
la care fi ecărui obiect a ∈ A  şi unor proprietăţi  w  
ale obiectelor din A pune în corespondenţă obiectul 
β(a) şi proprietatea respectivă  β(w). Se presupu-
ne că această aplicaţie este continuă logic în sen-
sul: dacă obiectul  a  posedă proprietatea w, atunci 
obiectul  β(a)  posedă proprietatea  β(w). Aplicaţia  
β  poate fi  şi o simetrie pentru anumite proprietăţi: 
proprietăţile  w  şi  β(w)  sunt simetrice (duale), dacă 
obiectul  a  posedă proprietatea  w  numai şi numai 
în cazul în care obiectul  β(a)  posedă proprietatea  
β(w). În aceste condiţii, fi ecărei probleme π din teo-
ria A i se pune în corespondenţă o anumită problemă  
β(π)  a teoriei  B.  Din continuitatea logică a aplica-
ţiei β obţinem:

- Dacă problema  π se rezolvă pozitiv, atunci şi 
problema  β(π)  se rezolvă pozitiv;

- Dacă problema  β(π) se rezolvă negativ, atunci 
problema  π  nu se rezolvă pozitiv;

- Dacă proprietăţile ce fi gurează în problema  
π sunt simetrice, atunci problemele  π  şi  β(π)  sunt 
echivalente.

Vom nota că problema β(π)  este o formă gene-
ralizată a problemei iniţiale π. Rezolvarea formelor 
generalizate sunt importante în cazul când pentru 
problema iniţială, timp îndelungat, nu se găsesc 
soluţii. Mai mult, soluţiile problemei generalizate 
propun strategii şi ipoteze de rezolvare a problemei 
iniţiale. Unele estimări din soluţia problemei gene-
ralizate pot servi ca ipoteze de lucru pentru proble-
ma iniţială.

Studiul unei probleme noi sau a unei probleme 
nerezolvate, aplicând metodele de rezolvare a unei 
probleme cunoscute se face prin diverse metode: 
metoda substituţiei variabilelor; metoda de trecere la 
limită etc. Ele sunt bine cunoscute din vremuri mai 
vechi. Cu metoda de trecere la limită, Hopf, de exem-
plu, a construit soluţiile ecuaţiilor cvasiliniare.

Construcţii uimitoare au fost propuse de V. I. 
Arnold în studiul punctelor critice ale funcţiilor de-
fi nite pe varietăţi cu ajutorul grupurilor Lie semi-
simple [2].

În a doua jumătate a secolului trecut, vestitul 
matematician rus Victor P. Maslov a propus o nouă 
teorie – Analiza Idempotentă – bazată pe schimba-
rea operaţiilor obişnuite {+, ×} cu alte două operaţii 
(vezi [13, 14]). Prin această metodă excepţională s-a 
reuşit:

- reducerea Teoriei ecuaţiilor Bellman şi Ha-
milton-Jacobi la teoria ecuaţiilor liniare;

- studierea Transformărilor Fourier cu ajutorul 
transformărilor Legendre;

- cercetarea cu metode cunoscute a multor 
prob leme din fi zica cuantică, termodinamică, super-
conductibilitate etc.

Orice dualitate construită constituie un eveni-
ment valoros pentru teoriile respective. Sunt bine 
cunoscute dualităţile din geometria proiectivă, du-
alitatea Pontryagin în teoria grupurilor abeleene 
local compacte, dualismul Kolmogorov - Gelfand 
a spaţiilor compacte şi algebrelor Banach funcţio-
nale, dualităţile lui Serre şi Alexander în topologie, 
dualitatea Radu Miron a spaţiilor Cartan şi spaţiilor 
Finsler, dualitatea De Morgan în teoria mulţimilor, 
dualitatea Stone dintre spaţiile compacte zero-di-
mensionale şi inelele boleene, dualismul corpuscul-
unde în fi zica teoretică, dualismul Kramers - Wan-
nier în fi zica statistică etc.

Toate aceste exemple au o explicaţie simplă: 
multe probleme, diferite ca formă şi conţinut, pot 
fi  studiate cu o unică metodă matematică şi dintr-un 
unic punct de vedere. 

Acum să fi xăm două polinoame  P = P(x,y) şi Q 
= Q(x,y) cu părţile liniare nenule. Atunci

∑∑
==

==
00

,(),,(
i

m
i

m yxQQyxPP
ii

), (11)

unde 
imP  şi 

imQ  sunt polinoame omogene de 
gra dul im ≥ 1 în raport cu x şi y, iar 10 =m . 
Mul ţi mea mmm ,...,,,1 21   determină sistemul  

),...,,,1( 21 mmms  de tipul (2). Pentru respectivul 
sistem au fost construite un şir infi nit de polinoa-
me (de constante Poincaré - Liapunov)  p = {Lk: k 
= 1, 2, 3,…}  de tipul (3). Fiecărei mărimi focale 

),1( ∞=kLk ,  la rândul său, i se poate pune în co-
respondenţă spaţii liniare fi nit-dimensionale de poli-
noame invariante (comitanţi) unimodulari )(

,...,,,1

)(

21

kd
mmmS  

de tipul (9), care formează un şir de tipul  a. În aşa 
mod, se construieşte o corespondenţă dintre şirurile  
p  de polinoame (3) şi şirurile  a  de spaţii liniare de 
forma (9). Primul tip de şiruri formează clasa  P,  iar 
al doilea tip de şiruri formează clasa  A. Prin urmare, 
am construit o corespondenţă  f: P → A. Probabil, 
această corespondenţă este un functor (o simetrie) 
în careva sens. Pentru fi ecare şir  p ∈ P  se determi-
nă numărul  E(p)  de condiţii esenţiale ale centrului 
şi mulţimea  Ω(p) = {ni : ,1=i ω  }, iar pentru fi -
ecare şir  a ∈ A  se determină numărul  gE(a)  de 
mărimi focale algebric independente, adică numărul 
de condiţii generalizat esenţiale ale centrului şi mul-
ţimea respectivă gΩ = {mi : 1=i λ }. Considerăm 
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că  a = f(p), dacă  p = φ ,...,,,1(( 21 mmms ),P,Q) şi  
a = ψ ),...,,,1(( 21 mmms ,P,Q)  sunt şirurile respec-
tive determinate de sistemul ),...,,,1( 21 mmms   şi 
polinoamele  P, Q  cu descompunerile respective.

Teorema 1 afi rmă că gE(a) ≤ ,32
1

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+∑

=i
im

dacă a = ψ ,...,,,1(( 21 mmms ),P,Q). Această ine-
galitate şi este rezolvarea Problemei Generali-
zate a Centrului şi Focarului. Ipoteza generală 

presupune că şi  E(p) ≤ 32
1

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+∑

=i
im , pentru  

p = φ ,...,,,1(( 21 mmms ),P, Q).
Există exemple simple pentru care are loc ine-

galitatea  E(p)>gE(f(p)), dar pentru toate exemplele 

cunoscute  E(p) ≤ 32
1

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+∑

=i
im . Acest fapt a stat 

la baza lansării ipotezei generale. Probabil, adevărul 
despre această inegalitate se conţine în proprietăţile 
functoriale ale corespondenţei  f. Însă pentru rezol-
varea Problemei slabe a Centrului şi Focarului este 
sufi cient de construit o funcţie numerică  h: N → N, 
defi nită pe şirul numerelor naturale  N  şi de stabilit 
că E(p) ≤ h(gE(f(p))). În acest context, mai apare o 
problemă nerezolvată: de a studia, din punct de ve-
dere generalizat, a doua parte a Problemei Centrului 
şi Focarului, adică de a determina submulţimea  gΩ 
= {mi : ,1=i λ }  a mulţimii  Ω  = {n1, n2,…,nω}  de 
indici ai mărimilor focale algebric independente.

Să admitem că la un anumit moment Proble-
ma Centrului şi Focarului este rezolvată pozitiv. În 
această situaţie, va prezenta oare interes studiul unor 
cazuri particulare? Considerăm că da. Fie că pentru 
un careva sistem ω = 3 şi  100010000 ∈ Ω. Cine şi 
cu ce mijloace va determina tipul punctului singular? 
Este bine cunoscut faptul că metoda simplex, propusă 
de George Dantzig în anul 1947, constituie o metodă 
generală de rezolvare a problemei programării lini-
are formulate de L. V. Kantorovich în anul 1939. Dar 
cercetările în acest domeniu continuă.

Prin urmare, soluţia generală a problemei iniţiale 
sau generalizate refl ectă căile examinării diferitelor 
cazuri particulare. Mai mult, din cauza că şirul de 
forma (3) este infi nit, soluţiile problemei iniţiale şi a 
problemei generalizate permit să descoperim efectiv 
cazuri particulare pentru care numărul ω şi cele din  
Ω  sunt accesibile pentru un studiu mai profund al 
proprietăţilor curbelor integrale de anumite tipuri. 
Aşadar, rolul soluţiilor generalizate este enorm 
în studiul profund al diferitor clase de sisteme 
diferenţiale (1). 
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